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Interpolacion segmentaria

Interpolar una tabla de n + 1 parejas (z;,y;),j =0, ...,n, donde
xo < x1 < ... < x,, por medio de una curva definida a trozos,
consiste en encontrar una funcion S definida en [z, z,,] que en
cada subintervalo [z, z;1] tiene una forma particular.

| 5\

Lineal a trozos

La mas importante de las interpolaciones segmentarias es
también la mas comun, se trata de la interpolacion lineal a
trozos. Consiste en definir al interpolante S por medio de las
rectas S; () que pasan por los puntos (x;,y;) Y (Zj+1,¥j+1) -




Ejemplo: El interpolante lineal a trozos de la tabla
zj | 11359

x+1, x € [1,3]

11— =
es S (z) = 5 €]
5r — 13
1
La interpolacion lineal a trozos es la que utilizan por defecto la
mayoria de las herramientas graficadoras, incluido plot de
MATLAB. En general un interpolante lineal a trozos es una
curva continua no diferenciable. En lo que sigue buscamos una
funcion interpolante polindmica segmentaria que en el interior
del intervalo es continua y tiene primera y segunda derivadas

continuas.

x € (5,9]




Interpolacién lineal a trozos

N



Interpolacidon cubica segmentaria (Cerchas Cubicas)

Dados (o, y0), (£1,Y1) s s (Tn, Yn) CON g < 1 < ... < Tpy
consideramos la funcién S definida en [z, x,,] por

So (), x € [xo, z1]
S () = S (x), .a: € (x1,z2]
Sp—1 () x € (Tp_1, Tn]

tal que cada Sy es un polinomio cubico y buscamos que
SeC? [:L’o,l’k] .

La expresidn en inglés para referirse a esta interpolacién es
cubic splines.



Definicion

Supongamos que tenemos n + 1 puntos {(zx, yx)},_, Cuyas
abscisas estan ordenadas de manera creciente

xg < x1 < ... < zp,. Se dice que una funcién S (z) es una
cercha cubica interpoladora o un interpolante cubico
segmentario para dichos datos si existen n polinomios cubicos
Sk (z) que podemos escribir en términos de unos coeficientes
ag, bg, ci Y dr COMO

. S (x) = Sk (&) = ap, + b (x — k) + cx (x — 21)* + dy, (z — x3)°
para x € [z, zr+1] Y k= 0,1,...,n — 1, que verifican las
siguientes propiedades:

Il. S (xx) = yg, parak =0,1,...,n.

Il. Sy (l’k+1) = Sk+1 («Tk—i-l) , para k=0,1,....,n — 2.

IV. Sy (Th+1) = Spyq (Tht1), parak =0,1,...,n — 2.

V. Sy (z41) = Spyq (Tht1), parak =0,1,...,n — 2.




Ecuaciones e incégnitas

@ La propiedad I. indica que los polinomios de los
subintervalos son todos de grado < 3, cada uno tiene 4
(incégnitas) coeficientes y generan un conjunto de 4n
coeficientes.

@ La propiedad Il. dice que S (z) es una funcion interpolante
de la tabla, lo cual proporciona n + 1 ecuaciones.

@ Con la propiedad Ill. se impone la continuidad de S () .
Esta propiedad aporta n — 1 ecuaciones al sistema de
ecuaciones.

@ La continuidad de S’ (z) y S” (x) se imponen a través de
las propiedades IV. y V. Cada una de estas propiedades
aporta n — 1 ecuaciones al sistema de ecuaciones.

@ En total hay 4n — 2 ecuaciones y 4n incégnitas, lo que deja
dos grados de libertad. Se acostumbra establecer las dos
ecuaciones faltantes a partir de restricciones en los
extremos del intervalo.



Calculo de derivadas

Sk (2) = a + by (z — zx) + ¢k (& — z1)° + di, (& — 2)°

para x € [z, zk11] Y k= 0,1,...,n — 1. Entonces

Hacemos hj = x4 —xp parak =0,1,...,n — 1y se pueden
deducir las siguientes igualdades:

Sy (zp) =2cpparak =0:n—1

y se acostumbra pedir a, = y, ¥ S, | (xn) = 2cn.



Por condicién V,

Ck41 = Ck + 3dphy (1)

Por condicion IV
brt1 = by + 2cihy + 3diphi 2)

Por condicion I,
Apg1 = ag, + bphy + cphi + dih3 (3)

Se despeja di, de (1) y se reemplaza en (3) y (2). Resultan

b1 = b + hi (e + cry1) (4)
hi
a1 = ap + bphy + 3 (2¢k + crt1) ()



Despejando b, de (5) se llega a

1 hi

bk = hf (ak+1 - ak) - ? (20k1 + Ck+1) (6)
k

que evaluadaen k — 1 es

h
be—1 (ag —ap—1) — ?k (2cp—1 + ck) (7)

g

Se reemplaza en (4) y se llega a

hg—1ck—1 + 2 (hx—1 + hg) ek + hpcryr =
3 3

h*k (ak+1 - ak) - he1

(ar, —ag—1) (8)



Hay ecuaciones para k = 1 : n — 1 con vector incognito
¢ =[eo,c1, ]t
La mas comun de las dos condiciones adicionales es la
llamada NATURAL. Consiste en pedir

S" (x9) = 9" (x,) = 0,

estoes, cg =c¢, =0.

Encuentre la cercha cubica natural interpolatoria de la tabla

z|—2]0 [1[3]6
y|7 |=5|3[1]-11




La cercha buscada tiene la forma

So (x), x € [zo, x1]
) Si(x), r € (21, 22]
(@)= Sy (x), x € (2, 73]
S (x) x € (x3, 4]
So (x), z € [-2,0]
B S1 (z), x € (0,1]
S@=9 () ze(3
Ss (JU) HAS (3,6}

se tiene que

ho=2, hi=1, hg =2, hy =3



y el sistema generado es

1 Co 0
2 6 1 c1 42
1 6 2 co| = | =27
2 10 3 |c3 -9
1| |cg 0

cuya solucién para las componentes centrales es

c1 7.9877
c2 | = | —5.9264
c3 0.2853



Cercha cubica sujeta (clamped spline)

Del cuadro presentado adelante para célculo de derivadas

obtenemos
, , 1 ho
f (1170) = S (1’0) = bo = % (a1 — ao) — ? (20() + 01) (9)
es decir, ;
2hoco + hoer = %(al — a()) — 3f/($0) (10)

Analogamente, en el otro extremo, obtenemos la ecuacién

hp—1¢n-1 + 2hp_1c, = — (an — an—1) + 3f'(zn) (11)

hn—l



y el sistema generado es
[2hg ho
ho 2(ho+h1) M

hn—Q 2(hn—2 + hn—l) hn—l
hnfl thfl




