Nota: Cada vez que encuentre la frase ”F es un campo” (o similar), la puede cambiar por "conjunto

de los ntmeros reales R”.
RESUELVA ESTOS EJERCICIOS

1. Sea f : S — T una funcién. Pruebe que f es uno a uno si y sélo si para todos los subconjuntos
Ay B de S se cumple que f(ANB) = f(A)N f(B).

2. Demuestre el siguiente teorema: Sean IF un campo ordenado, ) # A C F acotado superiormente

en Fy () # B CF acotado inferiormente en F. Entonces

(i) s€TF escota superior de A

(i) Vx<s)(FacA (x<a)

s =sup A <=

(1) ye€F escotainferior de B

y=nf B <
(1i) (WVz>y) (3FbeB) (x>0).

3. Sean A y B subconjuntos no vacios de un campo ordenado F. Suponga que z < y para cada
x € Ay cada y € B. Suponga que existen sup A e inf B. Pruebe que sup A < inf B. Ademas,
pruebe que sup A = inf B si y s6lo si para cada € > 0, existen x € A e y € B tales que
y—z <e.

4. Sean F un campo completo, a,b € F fijosy A:={x € F:a <z < b}. Pruebe queinfA=ay
sup A = b.

5. Sean F un campo ordenado, A y B subconjuntos no vacios de F y ¢ € F fijo. Se definen los

siguientes conjuntos:

A+B:={a+b:ac A N be B}
AB:={ab:a€ A N b€ B};
cA:={ca:a€ A};

c+A:={c+a:ac A}

Demuestre:

(a) Si A y B tienen extremo superior en F, entonces A + B tiene extremo superior en F y
ademas sup(A + B) = sup A + sup B.

(b) Si ¢ > 0y A tiene extremo superior en F, entonces cA tiene extremo superior en F y
ademads sup(cA) = ¢-sup A.

(c) Si A tiene extremo inferior en F y ¢ < 0, entonces cA tiene extremo superior en F y ademas

sup(cA) = ¢ - inf A.

(d) Si Ay B contienen solamente elementos positivos y tienen extremo superior en F, entonces

AB tiene extremo superior en F y ademas sup(AB) = (sup 4)(sup B).
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(e) Si A y B tienen extremo superior en I, entonces A U B tiene extremo superior en F y

ademas sup(A U B) = méax{sup A4, sup B}.

(f) Si A tiene extremo superior en F, entonces ¢ + A tiene extremo superior en F y ademas
sup(c + A) = ¢+ sup A.

(g) Si A tiene extremo inferior en F, entonces ¢ + A tiene extremo inferior en F y ademas
inf(c+ A) = ¢+ inf A.

. Sea A un subconjunto no vacio de P con P el conjunto de elementos positivos de un campo

completo, F. Si A es acotado superiormente, pruebe que sup A > 0. En caso de que A sea

acotado inferiormente, demuestre que inf A > 0.

Sean F un campo completo y A C F no vacio y acotado. Si inf A = sup A, demuestre que A es
un conjunto singular, es decir unitario.

n

1
. Se define la sucesiéon de reales por a,, = Z e Pruebe que {ay,} es una sucesion de Cauchy.

k=1

. . 1 ..
. Si {an} es una sucesion de reales tal que |a, — any1| < 57 pruebe que {a,} es una sucesion de

Cauchy.

n
1
Demuestre que la sucesion {a,} dada por a, = Z 12

2 W converge y halle su lfmite.

Sea A C R acotado y tal que inf A > 0. Si definimos el conjunto de los reciprocos de A como

% :={1/a:a € A}, pruebe que este conjunto es acotado superiormente y ademés

sup(+) = —
WAL T fA

Sea A C Q acotado superiormente por s € Q y acotado inferiormente por y € Q. Si tanto s

como y pertenecen al conjunto A pruebe que y = inf A y que s = sup A.
Sea A= {a®+b*+c+ a%—i-b%—i-c% :a,b,c € Q*}. Pruebe que inf A = 6.

Sean x,y € Q dos racionales positivos fijos con x < y. Pruebe que para todo natural n > 1 se

cumple que n(z/y)" ! < Py

Sea {x,} la sucesién en R dada por z; > 1y, paran > 1, 41 = 2 — 1/z,. Pruebe que la
sucesion es monoétona y acotada. Encuentre su limite.

2

n°—n
Pruebe que la sucesién definida por ¢, = ——— es acotada.
4n? + 2
1
Sea g, = E el Demuestre que la sucesion {g,} converge. ;Qué se puede afirmar de
n
=1

{ng,}?

(=D"n
2n+1

Determine si la sucesion { } converge o no. Explique.
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Sea {ay} una sucesion de racionales no nulos tales que

, Gn+1
lim |
n—oo Qp

|=L<1.

Pruebe que a,, — 0. En el caso L > 1, pruebe que 1/a,, — 0.

Como aplicacion de lo anterior, si |r| < 1 halle lim nr™.
n—oo

n
1
Sea ¢, = Z = Prueba que la sucesion {g,} es de Cauchy.
k=1

n
nd —5n3 —2n—1

Pruebe que { } converge.

on’ + 5n

Demuestre que la sucesiéon definida por a¢,, = —————
d b " 3nT —5n2 4+ 12

converge.

5—2n—3n?2

e b converge.

Demuestre, usando la definicion, que {

1 2 2, 2
Calcule lim T2 +3°+ tn .

n—00 n3

n
Suponga que la sucesion {b,} dada por b, = Z i converge a la constante A € R. Encuentre
k=1""
el limite (en términos de la constante A) de la sucesion {a,} dada por

n

3k — 4k +2
k=1

41 4 xy,)

Demuestre que la sucesién definida por 1 = 3, zp41 = 1T
Tn

converge y encuentre su

limite.

bn

Sea {b,} una sucesion de reales tal que byy1 — b, — z cuando n — oo. Pruebe que > — x

cuando n — oo.

Sean {r,} v {sn} sucesiones de nimeros racionales que convergen a r € Q y s € Q respec-
tivamente y tales que existe N € N de manera que r, < s, para todo n > N. Pruebe que

r <s.

. . 2_
Demuestre, usando la definicién, que la sucesion {5 ntl

Sn3 37} COnVerge a cero.

Se define la sucesion de reales de manera recursiva, asi:
1
r1=1, 290=2, T, = i(xn,l + Xp—2) paramn > 3.

Pruebe que {z,} es una sucesion de Cauchy.

Sugerencia: Halle una férmula para |z, — Znt1].
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n -1 k+1
Sea a, = Z (k‘)‘ Pruebe que {ay} es una sucesion de Cauchy.
k=1 '

n
Suponga que la sucesion de reales definida por t, = Zaz es de Cauchy. Pruebe que {b,}

k=1
n

a
dada por b, = Z f es una sucesion de Cauchy.
k=1
n

Sea ar > 0 para todo k € N y definamos s, = Zak. Demuestre que si la sucesion {s,}

k=1
converge entonces la sucesion {t,} dada por
" a
tn = i
1+ ap

converge.



