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Un conjunto de funciones reales {¢g(x), ¢, (), ga(x), ...} se dice ortogonal en un intervalo
a<z<b s
b

f%r’*"n(éf)'#m(l")dx =0 para m=n

a

Ejemplo: El conjunto de funciones reales

{l I % nmwx 123 }
., 81N , COSs = n=1 42,9,..
L L

es un sistema ortogonal en —L < x < L
Sea f(x) una funcion de periodo 21

b

(e Lt .
ao = / f(x)dz, ap= 7 / J(x)cosnFua dr
—1 : -1

1 {
b,, = 7 / f(x)sennix dr
Jo=1

o0
_ ag nm n
flx) ~ — + E On, CO8 =~ + b,, sen T

n=1

Esta ultima serie se llama Serie de Fourier generada por fy, ag a,, b, dados por las férmulas de
arriba se llaman Coeficientes de Fourier.

El siguiente teorema da condiciones suficientes para que una Serie de Fourier sea convergente. Se
enuncia para funciones de periodo 2t pero también vale para funciones de periodo diferente.

TEOREMA 1. Convergencia de las series de Fourier. Sea f(x) una funcién
periddica con periodo 21 y continua por partes en el intervalo |—m,w|. Adicional,
se asume que f(x) tiene derivadas por la izquierda y la derecha en cada punto de
ese intervalo. Entonces la serie de Fourier de f(x) converge. Su suma es f(x),
excepto en los puntos xo donde f(x) es discontinua. Alli la suma de la serie es el
promedio de los limites izquierdo y derecho de f(x) en zg.
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Hallar la serie de Fourier de la funcién

0 58 2<ax<—1
fle)=<¢ 1 si —-1<z<l flz+4) = f(x)
0 si 1 <z 2

En efecto: El periodo de la funcién es T'= 4 = 2L entonces

L 1 1 2 1
i , 1 1 1 1
a-g:E/j(:r)dlzifﬂdi—I—E/ld:r+£/0d1:§/ld:r:l
e -2 —1 1 —1
. I . I I
I nmwT nwE nwa
= E/f(r) cos 7 dr = E/(us > dr = /(‘us 5 dx
ke = 0
o { ) -n.a-T;t‘]l 2 ( ) ??-W)
= sin — = sin —
nmw 2 Jo nmw 2
i 1
1 o . STUIOE 1 . nmx
bnzsz(x_}sm 7 d1=§/5m b dz =10
7 |

por lo tanto la serie de Fourier de la funcién estd dada por

po u YT U @ —Z<vme—l
1 X 2sin (7) nmr 1 s —-1l<z<l1
Rl ; il T T
a 3 s =]l

Ejercicio.

Mostrar que la serie de Fourier de sin®# es _%sin 0 — isin 30
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En todos los ejemplos v exposiciones anteriores comenzamos con una funcién periédica y
la serie de Fourier estd determinada por las térmulas de los coeficientes de Fourier. Sin
embargo en algunas aplicaciones existe la necesidad de usar series de Fourier para una
funcién definida en un intervalo de la forma 0 < & < L y queremos representar sus valores
por una serie de Fourier en senos v cosenos o en solo cosenos o en solo senos y para ello
definimos la extensién periédica

hiz)=f(z) O0<z<L h(z+L)=~h(z)

y suponiendo que f(x) satistace las condiciones de Dirichlet en (0, L), la nueva funcién
h(x) tendra una expansién en serie de fourier y como h(x)=f(x) en (0, L) se sigue que
la expansién en serie de fourier de h(x) serd representativa para f(x) en (0,L). Si se
quiere la serie de fourier en solo cosenos el primer paso es la extensién de f al intervalo
—L < x < 0 v gracias a esto podemos extender f al eje real completo, mediante la
condicién de periodicidad f(z + 2L) = f(z).

Si f(x) estd definida en 0 < 2 < L, podemos hacer una extensién par de periédo 2L que
estd dada por

o flz) o O=x<z< b e e
Jolz) = { f(-z) si —L<xz<0 e ei)— i)

v una extension impar para solo senos dada por

ol e flez) st O<a<l
filz) = { —f(—.l’] si —L<x<0

v las series de Fourier vienen dadas por

ao + Zan ms =Llzl=Ffz 0252l
L L
nmw r 2 n,u 2 e
con /fp ) cos L/j dx ag szj(x_)da: v b,=0
0 0

para la prolongacién par v por

Y busin ”EI = fi(e)=flz) O<ax<lL
n=1

E
co fjﬁ i n dr = Eff(‘:r)ﬂin nerr Vv ap =0
0

para la prolongacién impar

Ejemplo.

Desarrollar f(x) =2 0 < x < 2 en serie de Fourier en solo cosenos.
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Hacemos la

prolongacién par de periédo 4, luego 2L =4, L

5
fj r)roc,
0

[“‘!|l\.«

(cosnm—1) y ag=
n2y?

t‘-||l\.a

luego la serie de Fourier viene dada por

00

n=m
n=1

Serie de Fourier Compleja

2
nmwax 2
dr = | xcos—dxr ==
2 nm
0

=2 asique b,=0y

2
. nmx —4 nmwax
sin — cos
2 n?m? 2
0
L
]j I’)dl—/tdl’ZQ
0

4 nwx
l—l—zz—’_g(rusnr—l)r‘us B

la serie de Fourier compleja viene dada por

nr.:m J_ , —nmrt
E Coe ™ con C,= - flx)e dzx

O También, paran = 1, se tiene

Cn _ (:an _ 3bn)

D

mientras que paran < —1,C, = (a, +ib,)/2.

Ejemplo.

Hallar el desarrollo de Fourier complejo de la funcion

flx)=2? —n<z

FA

T
£
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En efecto,

c, —

-
_n"rxq J. —nxt ].
B S2s _
‘)L/j{t cfr——ZT[ e dr=

2 .9 . \
5 f (x° cosnx — ix” sinnx )dr =
2T

™

1 1
= 5 /‘1‘2 cosnadr +0 = —

s g : r  2cosnmw
5 [n r sinnx — 2sinnx + 2nax cos n:c]o — T
e 2
= L v2dr = T
0 ;
27
luego
00
2 cosnn 2
12 = E _ 5 il =
Tt )
R=—00
n=0
S1 se quiere la serie real entonces
X 2cosnT 2 )(’us nmw )(’us nmw
x> Z_igemx IT=—+ Z oc,nt—i—z cosnr =
n
"0 e

>0
dcosnm
= 3 + E 5 COS NI

n?
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Integral de Fourier

Definicién 1. Una funcion f: (—oo,00) — R se llama Absolutamente Integrable si
y solo si, el valor principal de Cauchy de la integral impropia,

7 1f(€)|dE < oo (converge).

Ejemplo 1. Sea la funcidn f : (—oc,00) — R, tal que:

1

_ 1 s |§l<1 :
o ={o 53 R T
Entonces, la funcion es Absolutamente Integrable, pﬂéjﬂ 1

/_Z|ft£)ld£=/_lld£=2<oo

Noétese que una funcién periddica f : (—oo,00) — R, No es Absolutamente Inte-
grable. En particular las funciones trigonométricas basicas, Seno y Coseno , no son
Absolutamente Integrables.

Para una funcién f: R = R absolutamente integrable y que satisfaga las Condiciones de Dirichlet
se tiene la representacién en Integral de Fourier (si f es continua en x):

f(z) = [;7 [axcosAz +bysenAz]dA, z € (—o0,00)

REPRESENTACION EN INTEGRAL DE FOURIER

o= [ f@cosneds, = [~ f@senrede , A>0

Mas precisamente,

Teorema 1. Sea f una funcidn, seccionalmente continua en todo intervalo finito,
absolutamente integrable en B y con derivadas laterales en cada punto. Entonces, la
Representacion Integral de Fourier converge puntualmente

f(zt) + f(z7)
2

/ [ax cos Az + by sen Az]dA = , Vz € (—o0,00).
0
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Ejemplo.
Obtener la integral de Fourier de la fluncidn:
1: |=| < 1
f(z)=

0; |z =1
su integral de Fourier viene dada por

flx) = [ﬂ h [A(w) cos(wse) + B(w) sin(wz)] dw

siendo A(w) v B(w) los coeficientes

1 e | O R
Alw) = — f(5) cos(ws)ds; B(w) = - (5) sin(ws)ds
G ) i S
1: [xf=1
En el caso de la funcién f(z) = . los coeficientes A{w) v Blw) son
0 |z] = 1
| 2 sin(w) 1 gt
Alw) = — cos(ws)ds = - Blw)=— sin(ws)ds =0
w -1 T T, Ak

por lo que su integral de Fourier es

flz)= = [ﬂﬂﬂ ] cos(w:r)dw

m,

Notemos que f es continua en x=0y asi aplica el teorema de convergencia. Luego,

1=7£(00)= %fom —sen(::)dw Yy por tanto,

fooo sen(:/v)dw _ 1_[/2.
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