Complemento #2

. Recordemos que uno de los axiomas de orden garantiza que la suma de reales positivos y
el producto de reales positivos es también un real positivo. Por tanto la suma de naturales
y el producto de naturales es un real positivo. En realidad es un natural. Demuestre por
induccién que esto es asi, es decir:

VYm,n €N [m+neN A m-neN]J.

Definamos el conjunto Z~ :={a € R: —a € Z*}.

Notemos que este es el conjunto de los opuestos de los numeros naturales. También definimos

Z:=7-U{0}UZT,

el cual llamamos el conjunto de los nimeros enteros. Se usa la letra Z porque en el idioma
aleméan la palabra “nimero” se dice “Zahl” y se mantuvo la primera letra de esta palabra
para designar al conjunto de todos los niimeros enteros.

B5”  Concluimos de la definicién previa que N C Z.

. Elabore un argumento para justificar que la suma de enteros y el producto de enteros es
también un entero.

Definamos a continuacién la potenciacién de nimeros reales con exponentes enteros de la
siguiente manera: Sean x & y numeros reales y sea n € N. Entonces:

rli=z; para n>1, z":=2"1z. Si x#£0, 27" := (a7 )"

. Sean x,y € Ry m,n € N. Demuestre por induccion las siguientes propiedades:

n
xmxn — $m+n (l,y)n — wnyn (an)m — anm Si y # O ('T> — ﬁ
Y y"
Sean z € R, £ # 0 y n € N. El siguiente cémputo motiva o sugiere definir z° := 1.

n n n

x 1 1 1 _ _

"=l=—=2"—=2"—=2"|-| =2"(x hn = (mlw hn,
xn xn xn x

. Demuestre por induccién: Sean x & y reales positivos. Entonces
z<y= (VneN) (z" <y").

. Demuestre por induccién las siguientes desigualdades (de Bernoulli): Sea z € R tal que
x > —1. Entonces para todo natural n se tiene que

(1+z)" > 1+ nz.
Siz <1 entonces (1 —x)* > 1 — nx.

. Demuestre, por induccién, la desigualdad (més general que la Desigualdad de Bernoulli: Para
i=1,2,...,n considere los reales x; con x; > 0. Entonces

I4+z)I4+az)(Q+as) - Q1+zy) 21+ (21420t a5+ +2p).

Observe que de esta desigualdad se deduce, para nimeros no negativos, la primera
de Bernoulli haciendo
=T =g =" ""=2Tp.
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