Complemento #3

Nota: De los ejercicios a continuacion que se demuestran por induccién, pruebe al menos uno de
ellos usando el Principio del buen orden.

1.

10.

11.

Sean f:Z — Ry g:7Z — R dos funciones. Se define la notacién y, asi: Para p y ¢ enteros,

q+1

DI =) I = (D I0) +flat1) s a>p

Demuestre que si m y n son reales fijos entonces para todo entero k > p se cumple que

k k k
Do me (@) +n-gdl=mY f@)+ny g().
i=p i=p 1=p
k
Observemos que de la definicién se deduce que Z fOy=f)+flp+1)+---+ f(k).
i=p

n

. Pruebe que para todo n > 1 se tiene que (14+2+---+n) = Zz =n(n+1)/2.

i=1

n
Pruebe que para todo n > 1 se tiene que (12 422 + .-+ +n?) = Zi2 =n(n+1)(2n+1)/6.
i=1

Pruebe: paratodon >1: (134234...4n3) = Zi?’ =n?(n+1)?/4. (Ver pie de pégina !)
i=1

Demuestre que para todo n > 1 se tiene que

3[1~2—|—2-3—|—~~-+n(n—|—1)]:3ii(i+l)=n(n+1)(n+2).

Combinando los resultados de los Ejercicios 2, 3 y 1 se demuestra el Ejercicio 5 sin utilizar
induccién. Justifique esta afirmacién.

n

Para todo n € N se cumple que Z [2i + 1] = (n 4+ 1)2. Proporcione una interpretacién de
i=0

este resultado.

Demuestre que Vn € N, Z (20 +1)3 = (n+ 1)?(2n* + 4n + 1).
i=0

n
Deduzca una férmula para Z 6k(k +1).
k=1
Sean f : Z — R una funcién y m < n enteros fijos. Demuestre la propiedad llamada suma

telescépica:
n

ST+ 1) = f@) = f(n+1) = f(m).

= 1 n - 1 n
D t VneN = = ,Se |
emuestre que Vn € ’;i(i—i—l) ni 1l ,; 2k —1)(2k+ 1) 2n—|—1(’ e le ocurre

algin método corto?

INote que de los ejercicios 2 y 4 se deduce que Vn > 1,13 +23 +... 4+ n3 = (1 +2+--- +n)2



12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

Sean a,b numeros reales tales que las expresiones a continuacién que las involucran estén
definidas. Demuestre que para n € N,

gt —pntl = (Cl _ b) Zanfk bk7

k=0

es decir a"t! — bt = (@ — b)(a™ + a" " 1b + a""2b% + - - + bM).

De esto deduzca que para b # 1,

1_bn+1
L4b4+b2 4 b= ——
1-0
n
k 2
Pruebe que para todo n € N, Z o= 2 — n; .
k=1
Sean ai,as,...,a, € R. Demuestre por inducciéon que
la1tas+- - +an| < lar|+az|+Has[+ - +lan|,  [ar—az——an| = |a1|—|az|—|as|— - -—|an].

Demuestre que para todo = € R se cumple m%_w + ‘z|1+6 < %

Sean a y b reales. Pruebe:

la+b=la|l+1]b) <= ab>0.

Aceptando que Q C R, demuestre que no exite un racional ¢ tal que ¢> = 8.
Pruebe que si a, b, ¢ € R distintos de cero entonces

1

1
pte=b

1
a’ + 0>+ + S+
a

Sean a y b reales con a < b. Se definen los siguientes conjuntos de ntimeros reales llamados

intervalos.
(a,b) : ={x € R:a <z <b}, (a,b] ={x €eR:a<x<b}

[a,b) :={z € R:a <z < b}, [a,b] :={zeR:a <z <b}.

Sea z € R. Pruebe que a lo sumo uno de los intervalos (z — 1,2) y (z,z + 3) contiene un
entero.
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