1. Decimos que una familia de conjuntos {S;}

Lista de problemas 6

;1 tiene la propiedad de interseccion finita si

para todo subconjunto finito J # () de I,
(S #0.
ieJ

Si {Si},c; es una familia de subconjuntos cerrados de un espacio métrico compacto (X, d)
con la propiedad de la interseccién finita, demostrar que
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. Sean S un subconjunto cerrado no vacio de (R* dy) y € R* — S. Pruebe que existe
Yo € S tal que dy(x,yo) = dist(z,S) (la distancia de z a S se logra en un punto en S5).
En otros términos,

(Vz € S)[da(yo, x) < do(z,x)].

Hint:
(i) Como S es cerrado y x ¢ S, probar que

§ :=dist(z,S) = inf {da(z,2) : z € S} > 0.

(ii) Para n € N, sea S, = {z € S :ds(z,2) <J+1/n}. Probar que para todo n € N,
Sn # 0,8, es compacto y S, D S,11. A continuacién aplicar el teorema de interseccion
de Cantor (Propiedad de los conjuntos encajados).

. Es valida la conclusion si el subconjunto S no es cerrado?

. Sean (X, d) un espacio métrico y F' C X. Si para todo subconjunto compacto K de X se
tiene que K N F es cerrado. Pruebe que F' es cerrado.

. Demuestre el siguiente teorema: Si {S;},.; es una familia de subconjuntos cerrados en un
espacio métrico compacto FE, con la propiedad de la interseccién finita, entonces

(S #0.
iel
(Este teorema es méas general que el teorema de la interseccion de Cantor).

. Demuestre: E es compacto si y solo si toda la familia de conjuntos cerrados con la pro-
piedad de la interseccion finita tiene interseccién no vacia.

. Un espacio métrico E es secuencialmente compacto si toda sucesion tiene una subsucesion
convergente. Pruebe que E es secuencialmente compacto si y solo si todo subconjunto
infinito tiene un punto de acumulacion.



